DEMONSTRATIO MATHEMATICA
Vol. XXXIII No 4 2000

Eugeniusz Wachnicki

UNE VARIANTE DU THEOREME DE CAUCHY
DE LA VALEUR MOYENNE

Resumé. Dans cette note on démontre une variante du théoréme de Cauchy de la
valeur moyenne.

1. Introduction
T. M. Flett a demontré dans sa note [1] le théoréme suivant:

THEOREME 1. Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable dans [a,b] et telle
que f'(a) = f'(b). Alors, il eziste un point n € (a,b) tel que
f(n) — f(a) = (n = a)f'(n).

T. Riedel et P. K. Sahoo dans [4] ont démontré le théoréme qui est libéré
de la supposition que f'(a) = f/(b). Leur résultat est suivant:
THEOREME 2. Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable dans [a,b]. Alors,
il existe un point n € (a,b) tel que

_1f(b) — f'(a)

fm) = fl@)=m=-a)f ) -5 —F———[m-a"

I. Pawlikowska dans [3] a donné une extension du théoréme 2 pour des
fonctions n-fois derivable dans [a,b]. Dans la note présente, en sortant du
théoréme de Cauchy de la valeur moyenne, on donne le résultat analoque a
celui du théoreme 2.

2. Une variante du théoréme de Cauchy de la valeur moyenne

THEOREME 3. Soient f,g : [a,b] — R deuz fonctions dérivables dans [a, b)].
Supposons que g'(z) # 0 pour z € [a,b] et

" Fla)_ £

g'(a)  g'(b)
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Alors, il eziste un point n € (a,b) tel que

) £(n) = fa) _ £'(0)
@ _ S

9(n) —g(a)  g'(n)
Démonstration. On a ¢'(z) # 0 pour z € [a,b]. D’ou et du fait que la
dérivée d’une fonction posséde la proprieté de Darboux on déduit que ¢’ a
le signe constant dans [a, b]. Supposons que ¢'(z) > 0 pour z € [a, b]. Alors
g(z) > g(a) quel que soit = € (a,b]. Par suite

9(2) ~ g(a) S
7 0@) >0 p € (a,b).
Posons /@) - f(a)
_ m)— pour x € (a, b],
F(z)=14
1) pour = = a.
g'(a)

On remarque que F est continue dans [a, b], derivable dans (a, b] et

Fi(a) - L@@ ~ 6(@) ~ g (@)(f(2) ~ ()

®) (9@ —9())? ’
" e @@

g9(z) —g(a) g(z) - g(a)
pour z € (a,b]. En comparant (3) avec (2) nous constatons qu’il suffit de
demontrer ’existence d’un point 7 € (a,b) tel que F'(n) = 0. Raisonnons
par labsurde. Supposons que F’(z) # 0 quel que soit z € (a,b). F' posséde
la proprieté de Darboux et donc F a le signe constant dans (a,b). Soit

F'(z) > 0 pour z € (a,b). Il en résulte que F est strictement croissante dans
[a,b]. Alors

(5) F(a) < F(b).
On a )
Fla)= 9'(a)’

De (4) et de la supposition on déduit
_ ') g(6) —g(a) py,y _ f'(a)  g(b) —g(a) .,
=00~ 9m "O ¢w gm O
D’ou et de (5) on obtient
f'(a) _ f'(a) _g(b) —g(a) .
7@ ¢ gm




Variante du théoréme de Cauchy 739

et finalement

(6) F'(b) <0

car &b)ﬁ@ > 0. L’inegalité (6) est impossible car F'(z) > 0 pour z €
(a,b) et F' posséde la proprieté de Darboux dans (a,b]. La démonstration
du théoréme 3 est complete car dans le cas ou F(z) < 0 pour z € (a,b) ou
bien dans le cas ol g(z) < 0 pour z € [a, b] on raisonne analogiquement.

THEOREME 4. Soient f,g : [a,b] — R deuz fonctions dérivables dans [a,b].
Supposons que ¢'(z) # 0 pour x € [a,b]. Alors, il existe un point n € (a,b)
tel que

(7)

f)—fla) _ fim) _ 1 (f’(b) _ f’(a)) g9(n) — g(a)
gm) —g(a) g 2\g®) )/ gb)—g(a)
Démonstration. Considerons la fonction f définit par
Fo) = iy L (L0 f@)) (s(2) —g9(a))?
7o) =105 (55 = g) 90— 50
On a

4 o fl(b) f'(a)\ g(z) —g(a) ,
7o =10~ (55~ 7@)) s 9@ =€ Lotk

, T €la,b]

On remarque que

£ = f'(a i =fl(a) ’
Fa=r@. Fo=-L80

Alors . _

la) _ Fo)

g) g
En appliquant le théoréme 3 pour les fonctions f et g on déduit 'existence
du point 7 € (a, b) tel que

fn) ~ F'(a) _ f'(n)

gm—g@@ g
D’oti on obtient immédiatement l’egalité (7).

REMARK 1. Si 'on pose g(z) = z, les théoremes 3 et 4 nous donnent les
théorémes 1 et 2 respectivement.

REMARK 2. Il est connu l'extension du théoréme de Cauchy de la valeur
moyenne pour des fonctions p-fois derivables ([1]). Par cela il est bien inté-
ressant d’obtenir ’extension du résultat du théoréme 4 pour des fonctions
p-fois dérivables comme un analoque du résultat de I. Pawlikowska.
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